Analisis Funcional — Evaluacioén 4. Soluciones

Ejercicio 1. SeaX un espacio normadoy supongamos querhpyntos{zy : 1 < k < n}yunndmero
r > 1tales que

B(0,r) ¢ | J Bax.1) (1)
k=1

Prueba queX tiene dimensidn finita.

Solucion. SeaM = Lin({zr:1<k<n}),y Sx = {z€X :|z| =1}. Es claro queM es un
subespacio d& de dimension finita. Puesto que> 1, se verifica que:

Sx € B(0,r) C o B(zg, 1). 2
k=1

Deducimos que para todoc Sx se tiene quenin {||z — zx|| : 1 < k < n} < 1, lo que implica que
dist(z, M) < 1. Por tanto, no puede existir ningln vectoe Sx tal quedist(z, M) = 1 lo que, en
virtud del lema de Riesz, implica qu& no es un subespacio propio & es decirM = X, por lo

gueX es de dimension finita.

Comentarios.El lema de Riesz es la herramienta adecuada para hacer esildosgercicio. En los
apuntes del curso el lema de Riesz consta de dos afirmaciones:

A) SeaM un subespacio propio de dimensidn finita de un espacio nardiaégntonces
existe alglne € Sx tal quedist(x, M) = 1.

B) SeaM un subespacio propio cerrado de un espacio normddentonces para cada
a €]0, 1] existe algin: € Sx tal quedist(z, M) > «.

Esté claro que en este ejercicio conviene usar el punto Aj,lp Aabéis hecho la mayoria, pero algunos
han querido usar el punto B) y no han sabido hacerlo corrextanporque, con la idea de llegar a una
contradiccion con lo afirmado en B), pretenden deducir dgualdad (2) que:

Sx € | B(zk,p) paraalginp €0, 1]. (3)
k=1

Para ello razonan por reduccion al absurdo més o menos cgoe S§li para todp €]0, 1] la inclusion

(3) fuera falsa, entonces para cagla]0, 1] existird unz € Sx tal que||xz — x| > p para todo
k=1,2,...,n,yhaciendp — 1 deducen qudlz — z|| > 1 paratoddk = 1,2,...,n lo que esta
en contradiccién con (2). Luego, concluyen, debe existjs &0, 1[ para el cual se verifica (3), pero si
M # X eso contradice lo afirmado en B), luepyp= X. ¢ Donde esta el fallo? Si no lo ves mala cosa.
Piénsalo antes de seguir leyendo. Algo que un matematice lbenér siempre muy presente son las
relaciones de dependencia que hay entre las variables igueiémen en una situacion dada. A veces
dichas relaciones de dependencia son explicitas y otradsmel caso que nos ocupa, la negacién de
(3) nos dice, efectivamente, que para cadg0, 1] existird unz € Sx tal que||x — x| > p para todo
k=1,2,...,n, peroun tal esta claro que puede dependepdes decir, debemos escribir= z,, y

por eso en la desigualddd, — =i || > p no puede hacerse— 1 porque no controlamos lo que pasa
conz,. Bueno, diréis, es un error en el que puede caer cualquiaie,.digo yo, cualquiera que no esté
en tercero de matematicas, porque sobre esas relacionepeiedéncia se insiste muchisimo cuando
se presentan por primera vez conceptos como la continurdémme o la convergencia uniforme. Pero
lo que no entiendo es que en este ejercicio se use el punto\&geatel A) que te lo da todo hecho.

¢ Cémo puede hacerse este ejercicio usando el punto B)? TgdoR1 M # X, comoM es
un subespacio de dimension finita y por tanto cerrado, dadd, 1], por B) existez € Sx tal que
|z — z|| > o paratodar € M. Seal < p < r. Tenemos quez € B(0,r), y para todar € M es
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lpz = pz|| > pa > 1. En particular, com@ z;, € M, deducimos qugpz — x|l > 1 paral <k < n,
lo que nos dice quez ¢ | J,_, B(zx, 1) en contradiccién con (1).

Algunos pocos hacen este ejercicio sin usar el lema de Ri#sz.manera consiste en usar la
proyeccion cociente : X — X/M. Sabemos que(B(z,r)) = Bx/u(m(z),r). Puesto que para
1<k <nesn(xy) =z + M = M que es el elemento neuti®,en el espacio vectorid /M, de
(1) deducimos que

W(B(O,T)) :Bx/g\/[(o,T) CBx/Z\/[(O,l) (4)

Sear € X y supongamos quéist(x, M) = ||z + M| = p > 0. Entonces tenemos qt%)e< Zysi
s > 0 estalquel < sp < rresultaquesz + M € Bx/p(0,7) perosz + M ¢ Bx/(0,1) lo que
contradice (4). Luego para todce X ha de sedist(z, M) = 0, es decirg € M, por lo queX = M.

Otra idea, la que mas me gusta, consiste en iterar la hipdteda forma siguiente. Partiendo de
(1) deducimos que:

B(o,l)cleB(JC—f%)—0(TJr BOl) !( (L:J( - BOl)))

k=1

n n

U (T +—+ B(O 1)) U B(zkj,r%)

kj=1 k,j=1

Donde hemos puest@w = L& 4 2. Puesto que este procedimiento puede continuarse haga lle
a bolas de radig;; < 3, dedummos que existe un conjunto finito de bal¥g.;, 5), 1 < i < m,

tales queB(0,1) C Ui, B(us, 3) y por tantoB(0,1) C ;" B(us, 5). Esto implica queX es de
dimension finita ya que sabemos que en todo espacio normaﬂimdesmn infinita hay una sucesién
{z,} de puntos de la esfera unidad tales ¢jug — z,|| > 1 siempre que # ¢, por lo que en dicho
espacio la esfera unidad no puede estar contenida en urrafimiié de bolas de radio menor qée

Para terminar, decir que un subespaeiao es trivial significa qué/ # {0} y M # X; decir que
un subespacio es propio significa que# X .

Ejercicio 2. Sea
A={z€cy:2(2n) =0 VneN}, B={x€cco:x(2n—1) =nz(2n) VneN}

Prueba quel y B son subespacios cerradosadequeA + B # ¢g y queA + B es denso eny.
Solucién.Para cada €N definamosp,,, ¥, : ¢ — K por

on(z) = 2(2n), Yn(x) = x(2n — 1) — nz(2n) (x € ¢p)

Claramentep,, y v, son funcionales lineales y

[on(@)| = [z2n)[ <zl s [¥n(@)] <[220 = D]+ nfz2n)] < (1 +n)ll|

Por tanto dichos funcionales lineales son continuos poulker(p,,) y Ker(v,,) son hiperplanos
cerrados, y como evidentemente:

A= ﬂ Ker(yyn), B= ﬂ Ker(¢n)

neN neN

deducimos quel y B son subespacios cerrados.

Sear € ¢y y supongamos que = a + b cona € A, be B. Entonces para todoc N debe cumplirse
que
z(2n) =a(2n) + b(2n) = b(2n)
z(2n—1) =al2n—-1)4+b(2n—1)=a(2n —1) +nz(2n)
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Por lo que

an—1) = z(2n—1)—nz(2n), a(2n) =0 (5)
b(2n—1) = nz(2n), b(2n) = z(2n) (6)

Por tanto cualquier sucesiane ¢ tal que{nz(2n)} ¢ co, por ejemplo la sucesiéfiL }, no esta en
A+ B.LuegoA + B & «.

Si xz € coo entonces, como claramenfe(2n)} € coo Y {z(2n — 1)} € ¢go, deducimos que las
sucesionesg y b definidas para tode € N por las igualdades (5) y (6), verifican ques A N ¢cop Y
be B N ¢y Luegoegy = (coo N A) + (cgo N B) C A+ B. Porloqueggy = cg C A+ B C o, esto
es, A+ B = ¢. @

Comentarios.Casi todos hacéis bien este ejercicio. Me ha llamado la idteqee algunos “prueban”
quecyy = A + B algo realmente extrafio. Otros usangra norma| . ||1, deben pensar que toda
sucesion convergente a cero estderAlgunos os tomais el trabajo de probar que los funcionales

y ¥, son lineales, bien, vale, de acuerdo, pero por lo que a mffisger@odéis ahorraros ese trabajo
porgue los funcionales y operadores que consideramos sopi®@ trivialmente lineales y no tiene
interés ninguno comprobar que efectivamente es asi; asidahaces, hazlo completo, no te limites
a probar solamente la aditividad. Para terminar, en estei@je el espacio de referencia esy no

es necesario para nada considerap @omo subespacio dé,. Lo digo porque me ha llamado la
atencion que algunos razonan asi: CampC A + B C ¢, y Sabemos que, = ¢gg, deducimos que

co = Cgp C A+ B C ¢y Y, comocg es cerrado ef,,, cg = ¢y, por lo que obtenemad + B = ¢.
Pregunto ¢ qué hubiera pasadayano fuera cerrado efy,? ¢ Ya no seria cierto que+ B = ¢y? Estas
dudas pueden surgir si mirag@dentro de/., y no tienes claro en qué espacio estas trabajando. Hay
que tener siempre claro el contexto, es decir, el espaciefdeencia, en este casa, || . || ), y que
todos los conceptos son relativos a dicho espacio contéxtmlo espacio normado es cerrado respecto
de si mismo.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



